
   
 
 
 

 

  2018دوال مثلثيَّة صيف 

 

 :  7سؤال  

 

 أ(

تصاعديَّة ستكون الدَّالَّة    𝑓(𝑥)أنَّهُ في حال  برُهانهُ المطلوب 
1

𝑓(𝑥)
  𝑓(𝑥)وفي حال  ,تنازُليَّة    

تنازُليَّة ستكون الدَّالَّة  
1

𝑓(𝑥)
 تصاعُديَّة   .  

)موجبة ستكون   𝑓ʹ(𝑥)بكلمات اخُرى , يجب أن نبُرهن أنَّه في حال 
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

وفي حال  ,سالبة   

𝑓ʹ(𝑥)   سالبة ستكون(
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

 موجبة .  



   
 
 
 

 

𝑓ʹ(𝑥)عندما   > 0  : 

(
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

=  
−1 ∙ 𝑓ʹ(𝑥)

𝑓(𝑥)2
   ⟶    

(−) ∙ (+)

(+)
    ⟶    (−) 

⇓ 

(
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

< 0 

⇓ 

تصاعديَّة ستكون الدَّالَّة    𝑓(𝑥)في حال 
1

𝑓(𝑥)
 تنازُليَّة  

 

𝑓ʹ(𝑥)عندما   < 0  : 

(
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

=  
−1 ∙ 𝑓ʹ(𝑥)

𝑓(𝑥)2
   ⟶    

(−) ∙ (−)

(+)
    ⟶    (+) 

⇓ 

(
1

𝑓(𝑥)
)
ʹ

> 0 

⇓ 

تنازُليَّة ستكون الدَّالَّة    𝑓(𝑥)في حال 
1

𝑓(𝑥)
 تصاعُديَّة  

 

 ب(

𝑔(𝑥) = 0  

⇓ 

sin2(𝑥) + cos(𝑥) + 2 = 0   

⇓ 



   
 
 
 

 

(1 − cos2(𝑥)) + cos(𝑥) + 2 = 0   

⇓ 

− cos2(𝑥) + cos(𝑥) + 3 = 0   

⇓ 

−𝑡2 + 𝑡 + 3 = 0   

⇓ 

𝑡1,2 =
−1 ± √12 − 4 ∙ (−1) ∙ 3

2 ∙ (−1)
 

⇓ 

𝑡1,2 =
−1 ± √13

−2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑔(𝑥)بالنسبة  لهُ    𝑥ولهذا لا يوجد   = 0   . 

 

 (1) ج(

𝑔(𝑥)هي دالَّة زوجيَّة يجب أن نبُرهن أنَّ  𝑔(𝑥)لنبُرهن أنَّ الدَّالَّة  = 𝑔(−𝑥) 

 

⇓ 

𝐜𝐨𝐬(𝒙)   نرمُز : = 𝒕 

𝑡 =
−1 − √13

−2
= 2.302 

⇓ 

cos(𝑥) = 2.302 

⇓ 

∅ 

𝑡 =
−1 + √13

−2
= −1.3027 

⇓ 

cos(𝑥) = −1.3027 

⇓ 

∅ 

 تذكَّر  :ن

−𝟏 ≤ 𝐜𝐨𝐬(𝒙) ≤ 𝟏 

𝑔(𝑥) = sin2(𝑥) + cos(𝑥) + 2 = (− sin(−𝑥))2 + cos(−𝑥) + 2 = sin2(−𝑥) + cos(−𝑥) + 2 = 𝑔(−𝑥) 

 
 تذكَّر :

𝐬𝐢𝐧(𝒙) = − 𝐬𝐢𝐧(−𝒙) 

𝐜𝐨𝐬(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬(−𝒙) 



   
 
 
 

 

𝑔(𝑥) دالَّة زوجيَّة 

(2) 

 2𝜋طول كُل دورة فيها  يسُاوي   دوريَّة , هي دوال  cos(𝑥)و    sin(𝑥)الدوال  

𝑥مُعيََّن تسُاوي قيمها في    𝑥بكلمات أخُرى , قيمة الدَّالَّة في  + 2𝜋 : َّولهذا يمكن الاستنتاج أن 

sin(𝑥) = sin(𝑥 + 2𝜋)    ,    cos(𝑥) = cos(𝑥 + 2𝜋) 

 

 نستعين باستنتاجنا لنبُرهن المطلوب .

 

 

 

(3) 

𝑔(𝑥) = sin2(𝑥) + cos(𝑥) + 2 

↓ 

𝑔ʹ(𝑥) = 2 sin(𝑥) ∙ cos(𝑥) − sin(𝑥) 

 

 نسُاوي المُشتقَّة لصفر لنجد النقُاط القصُوى :

𝑔ʹ(𝑥) = 0 

⇓ 

2 sin(𝑥) ∙ cos(𝑥) − sin(𝑥) = 0 

⇓ 

sin(2𝑥) − sin(𝑥) = 0 

⇓ 

sin(2𝑥) = sin(𝑥) 

 

 

 

𝑔(𝑥 + 2𝜋) = sin2(𝑥 + 2𝜋) + cos(𝑥 + 2𝜋) + 2 = sin2(𝑥) + cos(𝑥) + 2 = 𝑔(𝑥) 

 

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) = 𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒙) 𝐜𝐨𝐬(𝒙) 

2𝑥 = 𝑥 + 2𝜋𝑘 

⇓ 

𝑥 = 2𝜋𝑘 

2𝑥 = (𝜋 − 𝑥) + 2𝜋𝑘 

⇓ 

3𝑥 = 𝜋 + 2𝜋𝑘 

⇓ 

𝑥 =
𝜋

3
+

2𝜋

3
𝑘  

(𝒌 ∈ ℤ) (𝒌 ∈ ℤ) 



   
 
 
 

 

 

⇓ 

𝑥 = 0 

𝑥 =
𝜋

3
 

𝑥 = 𝜋 

 

 𝜋  𝜋

3
  0  𝑥 

 0 − 0 + 0  𝑔ʹ(𝑥) 

 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛  𝑔(𝑥) 

 

 

𝑔ʹ (
𝜋

6
) = 2 sin (

𝜋

6
) ∙ cos (

𝜋

6
) − sin (

𝜋

6
) = 0.366   ⟶    (+) 

𝑔ʹ (
𝜋

2
) = 2 sin (

𝜋

2
) ∙ cos (

𝜋

2
) − sin (

𝜋

2
) = −1   ⟶    (−) 

 

𝑔(0) = sin2(0) + cos(0) + 2 = 3   ⟶    ( 0 , 3 ) 𝑚𝑖𝑛 

𝑔 (
𝜋

3
) = sin2 (

𝜋

3
) + cos (

𝜋

3
) + 2 = 3

1

4
   ⟶    ( 

𝜋

3
 , 3

1

4
 )  𝑚𝑎𝑥 

𝑔(𝜋) = sin2(𝜋) + cos(𝜋) + 2 = 1   ⟶    ( 𝜋 , 1) 𝑚𝑖𝑛 

 

(4) 

 𝑔(𝑥)بالنسبة للدَّالَّة معلوماتنا 

 هي دالَّة زوجيَّة 𝑔(𝑥)الدَّالَّة 

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥 + 2𝜋) 

( 0 , 3 ) min    ,      ( 
𝜋

3
 , 3

1

4
 ) max      ,    ( 𝜋 , 1) min      



   
 
 
 

 

 𝑥لا تقَطَع محور   𝑔(𝑥)الدَّالَّة 

لاً , نرسُم الدَّالَّة  0في المجال   𝑔(𝑥)أوَّ ≤ 𝑥 ≤ 𝜋  :- 

 

 نرسُم هيكل الدَّالَّة  :

 

 نرسُم الدَّالَّة :



   
 
 
 

 

 

 :  𝑦هي دالَّة زوجيَّة فهذا يعني أنَّها متماثلة نسبة للمحور  𝑔(𝑥)الان , وكون الدَّالَّة 

 

 

 

∶  𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥 + 2𝜋) 



   
 
 
 

 

 

 د(

(1) 

ℎ(𝑥) =
1

sin2(𝑥) + cos(𝑥) + 2
=

1

𝑔(𝑥)
 

  

في  𝑔(𝑥)دائما موجبة وقد رأينا ذلك أيضاً في الرسم التقريبي للدَّالَّة  𝑔(𝑥)لقد برهنَّا سابقاً أنَّ الدَّالَّة 

فة دائماً  ) لكُل  ℎ(𝑥)الفرع السابق , لذلك الدَّالَّة   (   . 𝑥مُعرَّ

 

(2) 

تصاعديَّة في مجال ما فهذا يعني أنَّ    𝑓(𝑥)برهنَّا في الفرع )أ( أنَّهُ في حال كانت دالَّة 
1

𝑓(𝑥)
تنازُليَّة   

تنازُليَّة  في مجال فهذا يعني أنَّ    𝑓(𝑥)في حال كانت الدالَّة  في نفس المجال . وأنَّهُ 
1

𝑓(𝑥)
تصاعديَّة   

 في نفس المجال .

 

𝒙 



   
 
 
 

 

 𝜋  𝜋

3
  0  −

𝜋

3
  −𝜋  𝑥 

 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛  𝑔(𝑥) 

 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥  ℎ(𝑥) 

 

 

 الان , نجد احداثيَّات النقُاط القصُوى لنتمكَّن من رسم الدَّالَّة :

ℎ(−𝜋) =
1

sin2(−𝜋) + cos(−𝜋) + 2
= 1   ⟶    ( −𝜋 ,   1 ) 𝑚𝑎𝑥 

ℎ (−
𝜋

3
) =

1

sin2 (−
𝜋
3

) + cos (−
𝜋
3

) + 2
= 1   ⟶    ( −

𝜋

3
 ,   

4

13
 )  𝑚𝑖𝑛 

ℎ(0) =
1

sin2(0) + cos(0) + 2
=

1

3
   ⟶    ( 0 ,   

1

3
 )  𝑚𝑎𝑥 

 

  

 

ℎ (
𝜋

3
) =

1

sin2 (
𝜋
3

) + cos (
𝜋
3

) + 2
= 1   ⟶    ( 

𝜋

3
 ,   

4

13
 )  𝑚𝑖𝑛 

 
ℎ(𝜋) =

1

sin2(𝜋) + cos(𝜋) + 2
= 1   ⟶    ( 𝜋 ,   1 ) 𝑚𝑎𝑥 

 



   
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 

𝒈(𝒙) 

𝒉(𝒙) 


