
 
 

  2017بحث دوال شتاء 

 

 : 7سؤال 

 

 

 أ(

𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 

↓ 

√𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0 

𝑥2 − 𝑎2 ≥ 0 

⇓ 

 المقام لا يساوي صفر

 تحت الجذر لا يمكن أن يكون سالب



 
 

 

 

 

√𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0  ⟶   𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0  ⟶  (𝑥 + 𝑎) ∙ (𝑥 − 𝑎) ≠ 0  ⟶   𝑥 ≠ ±𝑎 

 

𝑥2 − 𝑎2 ≥ 0 

↓ 

(𝑥 + 𝑎) ∙ (𝑥 − 𝑎) = 0 

⇓ 

𝑥 = ±𝑎 

 

𝑥2الدَّالَّة   − 𝑎2   هي دالَّة ضاحكة وذلك لأنَّ معامل𝑥2 : موجب . ينتجُ أنَّ شكل الدَّالَّة على هذا النحو 

 

 

𝑥كما هو واضح , الدَّالَّة غير سالبة في   ≥ 𝑎   و𝑥 ≤ −𝑎   )معلَّم بالبرُتقُالي( 

⇓ 



 
 

𝑥مجال التعَريف  :                            > 𝑎    ,𝑥 < −𝑎  

 

 

 

 

 ب(

 :   yخطوط التقَارُب المُعامدة للمحور 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→∞

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→∞

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→∞

𝑥

√𝑥2
=

𝑥

|𝑥|
= 1 

 

 

 

 

 

 

 

⇓ 

𝑦 = 1 

𝑦 = −1 

 

 

 :  𝑥خطوط التقَارُب المُعامدة للمحور 

 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→𝑎

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→𝑎

𝑎

√𝑎2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→𝑎

𝑎

0
= ∞ 

lim
𝑥→−𝑎

𝑓(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→−𝑎

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→−𝑎

−𝑎

√𝑎2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→𝑎

−𝑎

0
= −∞ 

 

 ∞من  𝑥لا تساوي شيء عندما يقترب  𝑥2  ,𝑎2مُقارنة ب

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→−∞

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→−∞

𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→−∞

𝑥

√𝑥2
=

𝑥

|𝑥|
=

−∞

∞
= −1 

 

 ∞من  𝑥لا تساوي شيء عندما يقترب  𝑥2  ,𝑎2مُقارنة ب



 
 

⇓ 

𝑥 = 𝑎 

𝑥 = −𝑎 

 

  ج(

 

لا النقُاط القصُوى  :   لنجد مجالات التصاعد والتنازُل , نجد أوَّ

 

 ميل الدَّالة في النقُاط القصُوى يساوي صفر

↓ 

𝑓ʹ(𝑥) = 0  

 

𝑓ʹ(𝑥) =

1 ∙ √𝑥2 − 𝑎2 − 𝑥 ∙
2𝑥

2 ∙ √𝑥2 − 𝑎2

√𝑥2 − 𝑎2
2  

𝑓ʹ(𝑥) =

√𝑥2 − 𝑎2 −
𝑥2

√𝑥2 − 𝑎2

𝑥2 − 𝑎2
 

𝑓ʹ(𝑥) =

√𝑥2 − 𝑎2 ∙ √𝑥2 − 𝑎2

√𝑥2 − 𝑎2
−

𝑥2

√𝑥2 − 𝑎2

𝑥2 − 𝑎2
 

𝑓ʹ(𝑥) =

(𝑥2 − 𝑎2) − 𝑥2

√𝑥2 − 𝑎2

𝑥2 − 𝑎2
=

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 

 

⇓ 

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
= 0 

∙ √𝒙𝟐 − 𝒂𝟐 ∙ (𝒙𝟐 − 𝒂𝟐) 

Error  كد راسك 



 
 

⇓ 

−𝑎2 = 0 

⇓ 

∅ 

 

 

 

 𝑎  −𝑎  𝑥 

−    − 𝑓ʹ(𝑥) 

↘    ↘ 𝑓(𝑥) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓ʹ(−2𝑎) =
−𝑎2

((−2𝑎)2 − 𝑎2)√(−2𝑎)2 − 𝑎2
=

−𝑎2

3𝑎2√(−2𝑎)2 − 𝑎2
=

(−𝑎2)

(3𝑎2) ∙ (√3𝑎2)
 

 

(−)

(+) ∙ (+)
= (−) 

𝑓ʹ(2𝑎) =
−𝑎2

((2𝑎)2 − 𝑎2)√(2𝑎)2 − 𝑎2
=

−𝑎2

3𝑎2 ∙ √(−2𝑎)2 − 𝑎2
=

(−𝑎2)

(3𝑎2) ∙ (√3𝑎2)
 

 

(−)

(+) ∙ (+)
= (−) 



 
 

 الدَّالَّة تنازُليَّة في كل مجال تعريفها

 

 

 

  د(

 

 :  1الخُطوة رقم 

 نرسُم هيكل الدَّالَّة 

 

 :  2الخُطوة رقم 

 نرسُم الدَّالَّة ...



 
 

 

  ه(

𝑓ʹ(𝑥) =
−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 

↓ 

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0 

𝑥2 − 𝑎2 ≥ 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المقام لا يساوي صفر

 داخل الجذر لا يمكن أن يكون سالب

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0 

⇓ 

(𝑥2 − 𝑎2) ≠ 0   ,   √𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0   

𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0    ,    𝑥2 − 𝑎2 ≠ 0   

𝑥 ≠ ±𝑎 

 

 

𝑥2 − 𝑎2 ≥ 0 

⇓ 

(𝑥 + 𝑎) ∙ (𝑥 − 𝑎) ≥ 0 

⇓ 

𝑥 ≥ 𝑎     ,𝑥 ≤ −𝑎 



 
 

 ينتجُ من ذلك ,

𝑥 > 𝑎     ,𝑥 < −𝑎 

 

 

 الان , وبعد أن وجدنا مجالات التعريف لدالَّة المُشتقَّة . نجد خطوط التقارب :

 

lim
𝑥→𝑎

𝑓ʹ(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→𝑎

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→𝑎

−𝑎2

(𝑎2 − 𝑎2)√𝑎2 − 𝑎2
 

⟶  lim
𝑥→𝑎

−𝑎2

0
= −∞

 

 

 

 

lim
𝑥→−𝑎

𝑓ʹ(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→−𝑎

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→𝑎

−𝑎2

((−𝑎)2 − 𝑎2)√(−𝑎)2 − 𝑎2
 

⟶  lim
𝑥→𝑎

−𝑎2

0
= −∞

 

 

⇓ 

𝑥 = 𝑎 

𝑥 = −𝑎 

 

lim
𝑥→∞

𝑓ʹ(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→∞

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→∞
=

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 

⟶ lim
𝑥→∞

=
−𝑎2

(𝑥2)√𝑥2
 ⟶  lim

𝑥→∞

−𝑎2

𝑥3
= 0

 

 
 في البسط 𝑥في المقام أكبر من قوة  𝑥قوة 

 في البسط 𝑥في المقام أكبر من قوة  𝑥قوة 



 
 

lim
𝑥→−∞

𝑓ʹ(𝑥)  ⟶   lim
𝑥→−∞

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 ⟶  lim

𝑥→−∞
=

−𝑎2

(𝑥2 − 𝑎2)√𝑥2 − 𝑎2
 

⟶ lim
𝑥→−∞

=
−𝑎2

(𝑥2)√𝑥2
 ⟶  lim

𝑥→−∞

−𝑎2

𝑥3
= 0

 

 

 

⇓ 

𝑦 = 0 

 

 

 

(2) 

 : 1خطوة رقم 

 نرسم هيكل الدَّالَّة 

 

 : 1خطوة رقم 

 نرسم الدَّالَّة ...

 سالبة دائما  . 𝑓ʹ(𝑥)تنازُليَّة في كل مجالها . أي أنَّ دالَّة  𝑓(𝑥)كما اكتشفنا سابقا , الدالَّة  



 
 

 

  و(

 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 +

3𝑎

2𝑎

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

−2𝑎

−3𝑎

= ∫
𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥 +

3𝑎

2𝑎

∫
𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥

−2𝑎

−3𝑎

 

⟶  [√𝑥2 − 𝑎2]
3𝑎

2𝑎
+ [√𝑥2 − 𝑎2]

−2𝑎

−3𝑎
 

= √(3𝑎)2 − 𝑎2 − √(2𝑎)2 − 𝑎2 + √(−2𝑎)2 − 𝑎2 − √(−3𝑎)2 − 𝑎2 

= √9𝑎2 − 𝑎2 − √4𝑎2 − 𝑎2 + √4𝑎2 − 𝑎2 − √9𝑎2 − 𝑎2  =  0 

 

 

 ز(

𝑎 = 0 

⇓ 

𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
  ⟶   𝑓(𝑥) =

𝑥

√𝑥2 − 02
 =  

𝑥

√𝑥2
 

⇓ 



 
 

𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥2
=

𝑥

|𝑥|
 

 

(1) 

 مجال التعَريف :

√𝑥2 ≠ 0 

⇓ 

𝑥2 ≠ 0 

⇓ 

𝑥 ≠ 0 

 

(2) 

𝑓(𝑥) =
𝑥

|𝑥|
 

⇓ 

{
 𝑥 > 0    ⟶    𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥
= 1     

𝑥 < 0   ⟶    𝑓(𝑥) =
𝑥

−𝑥
= −1 

 

 

 

 المقام لا يساوي صفر



 
 

 

 

 

 

 

 

 


