
   
 
 
 

  

 )موعد ب( 2018متواليات صيف 

 

 سؤال اثنين

 

  أ(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

لنبرهن أنَّ الحدود الواقعة في الأماكن الفرديَّة تشكل 

وأنَّ الحدود الواقعة في الأماكن  متوالية هندسيَّة ,

الزوجيَّة تشكل متوالية هندسيَّة أيضا . يكَفي أن 

)نبُرَهن أنَّ  
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
 طبيعي . 𝑛لكل هو عدد ثابت   (

 

ن . نعم صحيح , أحسنت يا نيوتُ 

وسنقوم بذلك عن طريق التعبير 

, ومن ثم   𝑎𝑛بدلالة   𝑎𝑛+2عن 

)اثبات أنَّ 
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
 هو عدد ثابت (

 

 



   
 
 
 

)كما قال نيوتنُ واينشتاين , يجب أن نبرهن أنَّ 
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
 هو عدد ثابت  (

 

𝑎𝑛+2 = −
𝑐(𝑛+1)−2

𝑎𝑛+1
 

𝑎𝑛+1 = −
𝑐𝑛−2

𝑎𝑛
 

  (  :1( ب)2نعوّض )

𝑎𝑛+2 = −
𝑐(𝑛+1)−2

(−
𝑐𝑛−2

𝑎𝑛
)
 

 

)الان نثبت أنَّ 
𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
 هو عدد ثابت : (

 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
=

−
𝑐(𝑛+1)−2

(−
𝑐𝑛−2

𝑎𝑛
)

𝑎𝑛
 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
=

−𝑐(𝑛+1)−2

𝑎𝑛 ∙ (−
𝑐𝑛−2

𝑎𝑛
)
 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
=

−𝑐𝑛−1

−𝑐𝑛−2
 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
=

𝑐𝑛−1

𝑐𝑛−2
 

 

(1) 

(2) 

 )حسب الدستور التراجعي(

 )حسب الدستور التراجعي(



   
 
 
 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
= 𝑐(𝑛−1)−(𝑛−2) 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
= 𝑐1 

⇓ 

𝑎𝑛+2

𝑎𝑛
= 𝑐 

 

بعد أن أثبتنا أن متواليتا الحدود الفردية والزوجية هنَّ متواليات هندسية , يمكننا أن نستنتج أيضا أنَّ 

 ( 𝒄 )الأساس لكلتا المتواليتان هو 

 

 

 

 (1) ب(

 

𝑎1 = −
1

𝑐
 

𝑎2 = −
𝑐1−2

(−
1
𝑐)

=
𝑐−1

1
𝑐

=

1
𝑐
1
𝑐

= 1 

 

يمكننا أن نعتمد ,   𝑐بما أننا قد أثبتنا أنَّ متواليتا الحدود الفرديَّة والزوجيَّة هن متواليات هندسية أساسهن 

 في معرفة باقي الحدود على هذا الاثبات

⇓ 

𝑎1 = −
1

𝑐
   ,   𝑎3 = −1  ,   𝑎5 = −𝑐  ,   𝑎7 = −𝑐2 

𝑎2 = 1  ,   𝑎4 = 𝑐  ,   𝑎6 = 𝑐2 

 )معطى(

 )حسب الدستور التراجعي(



   
 
 
 

(2) 

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 + 𝑎6 + 𝑎7 

⇓ 

(−
1

𝑐
) + (1) + (−1) + (𝑐) + (−𝑐) + (𝑐2) + (−𝑐2) 

⇓ 

−
1

𝑐
 

 

 

(3) 

 

2𝑛مجموع  ) − 2𝑛(  الحدود الأولى يساوي مجموع الحدود الزوجيَّة حتى الحد )1 − ( زائد 1

2𝑛مجموع الحدود الفرديَّة حتى ) − 1) 

 

,  𝑎1الحدود الفردية  :     𝑎3  ,  𝑎5 …  𝑎2𝑛−1            

,  𝑎2الحدود الزوجيَّة :    𝑎4  , 𝑎6  , … 𝑎2𝑛−2           

                  𝑐أساس متوالية الحدود الفرديَّة   :  

                             𝑐أساس متوالية الحدود الزوجيَّة  :  

ل في متوالية الحدود الفرديَّة :   𝑎1الحد الأوَّ = −
1

𝑐
          

ل في متوالية الحدود  𝑎1الزوجيَّة :  الحد الأوَّ = 1           

 برهنَّا سابقا أنَّ كل من متوالية الحدود الفرديَّة ومتوالية الحدود الزوجيَّة هنَّ متواليتان هندسيَّتان .

نحسب مجموع الحدود الفرديَّة ومجموع الحدود الزوجيَّة , أنَّهُ يمكننا أن أعلاه ينتج من المعطيات 

 . باعتبارهما متواليتين منفردتين

 

 

 



   
 
 
 

𝑆زوجي =
1 ∙ (𝑐𝑛−1 − 1)

𝑐 − 1
 

 

𝑆فردي =
(−

1
𝑐

) ∙ (𝑐𝑛 − 1)

𝑐 − 1
 

 

𝑆زوجي + 𝑆فردي 

⇓ 

1 ∙ (𝑐𝑛−1 − 1)

𝑐 − 1
+

(−
1
𝑐

) ∙ (𝑐𝑛 − 1)

𝑐 − 1
 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ ((𝑐𝑛−1 − 1) + (−

1

𝑐
) ∙ (𝑐𝑛 − 1)) 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (𝑐𝑛−1 − 1 −

𝑐𝑛

𝑐
+

1

𝑐
) 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (𝑐𝑛−1 − 1 − 𝑐𝑛−1 +

1

𝑐
) 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (

1

𝑐
− 1) 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (

1

𝑐
−

𝑐

𝑐
) 

 

 

 



   
 
 
 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (

1

𝑐
−

𝑐

𝑐
) 

⇓ 

1

𝑐 − 1
∙ (

1 − 𝑐

𝑐
) 

⇓ 

1 − 𝑐

(𝑐 − 1) ∙ 𝑐
 

⇓ 

−(𝑐 − 1)

(𝑐 − 1) ∙ 𝑐
 

⇓ 

−(𝑐 − 1)

(𝑐 − 1) ∙ 𝑐
 

⇓ 

 
1

𝑐
- 

 

2𝑛)مجموع الحدود  − الأولى تساوي )  (1
1

𝑐
 .   𝑛( , أي أنَّها غير متعلقة ب   -

 

 

 

 

 

 

 



   
 
 
 

 ج(

𝑏𝑛 = −
2

𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛+1
 

 

هي متوالية هندسيَّة يجب أن يتحقَّق أنَّ   𝑏𝑛كي نثُبت أنَّ المتوالية 
𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
 هو عدد ثابت .  

 

𝑏𝑛 =
−2

𝑎𝑛 ∙ 𝑎𝑛+1
  ⟶   𝑏𝑛 =

−2

𝑎𝑛 ∙ (−
𝑐𝑛−2

𝑎𝑛
)

  ⟶   𝑏𝑛 =
−2

−𝑐𝑛−2
  ⟶     𝑏𝑛 =

2

𝑐𝑛−2
 

⇓ 

𝑏𝑛+1 =
2

𝑐(𝑛+1)−2
=

2

𝑐𝑛−1
 

 

↓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

2
𝑐𝑛−1

2
𝑐𝑛−2

 

⇓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

2

𝑐𝑛−1
∙
𝑐𝑛−2

2
 

⇓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

2

𝑐𝑛−1
∙
𝑐𝑛−2

2
 

⇓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

2

𝑐𝑛−1
∙
𝑐𝑛−2

2
 

 

 



   
 
 
 

⇓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

𝑐𝑛−2

𝑐𝑛−1
 

⇓ 

𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
=

1
𝑐

 

 

 

1

𝑐
 هي متوالية هندسيَّة  𝑏𝑛هو عدد ثابت , أي أنَّ المتوالية   

 

 

 

 

(2) 

 

𝑏1  =  
−2

𝑎1 ∙ 𝑎2
 =  

−2

−1
𝑐

∙ 1
 =  

−2

−1
𝑐

 =  
2

1
𝑐

 = 2𝑐 

 

موجب أيضا , ولهذا لتكون المتوالية تنازلية على (2𝑐) موجب فهذا يعني أنَّ  (𝑐)بما أنَّهُ معطى أنَّ 

 . أي :   1وأصغر من   0أن يكون كسر أكبر من   𝑏𝑛أساس المتوالية 

0 <
1

𝑐
< 1 

 

)ليتحقَّق الشرط على مقام 
1

𝑐
 أن يكون أكبر من البسط  (

⇓ 

𝑐 > 1 

 

 



   
 
 
 

(3)  

 

𝑏1  = 2𝑐  

𝑞 =
1

𝑐
 

⇓ 

𝑆𝑏𝑛
=

2𝑐

1 −
1
𝑐

 

⇓ 

𝑆𝑏𝑛
=

2𝑐

𝑐
𝑐

−
1
𝑐

 

⇓ 

𝑆𝑏𝑛
=

2𝑐

𝑐 − 1
𝑐

 

⇓ 

𝑆𝑏𝑛
=

2𝑐 ∙ 𝑐

𝑐 − 1
 

⇓ 

𝑆𝑏𝑛
=

2𝑐3

𝑐 − 1
 

 

 

 

 

 

 

 

حسب قانون حساب مجموع متوالية 

𝑆هندسية لانهائية متقاربة :  =
𝑎1

1−𝑞
  


