
   
 
 
 

 

  2017شتاء  –قيمة قصُوى 

 

 :8سؤال 

 

 أ(

(1) 

ولهذا نجد الزاوية  ،حة البيضاء أن تكون أكبر ما يمكنالمسالتكون المساحة الرماديَّة أقل ما يمكن على 

∢𝑃𝐴𝐶  التي بالنسبة لها𝑆∆𝐴𝑃𝐿 . أكبر ما يمكن 

 

 : 𝐴𝑃𝐿مساحة المُثلََّث 

𝑆∆𝐴𝑃𝐿 =
𝐴𝑃 ∙ 𝐴𝐿 ∙ sin( ∢𝑃𝐴𝐿) 

2
 

 

 



   
 
 
 

 

∢𝑃𝐴𝐿 = 𝑥   ⟶    ∢𝐴𝑃𝐿 = 90 − 𝑥 

𝐴𝑃 = 𝑅 

 

𝐴𝑃

sin(∢𝐴𝐿𝑃)
=

𝐴𝐿

sin(∢𝐴𝑃𝐿)
 

⇓ 

𝑅

sin(90)
=

𝐴𝐿

sin(90 − 𝑥)
 

⇓ 

𝑅 ∙ sin(90 − 𝑥) = 𝐴𝐿 

⇓ 

𝑅 ∙ cos(𝑥) = 𝐴𝐿 

 

 

𝐴𝐿 = 𝑅 ∙ cos(𝑥) 

𝐴𝑃 = 𝑅 

∢𝑃𝐴𝐿 = 𝑥 

⇓ 

𝑆∆𝐴𝑃𝐿 =
𝐴𝐿 ∙ 𝐴𝑃 ∙ sin(∢𝑃𝐴𝐿)

2
=

𝑅 ∙ cos(𝑥) ∙ 𝑅 ∙ sin 𝑥

2
=

𝑅2 ∙ cos 𝑥 ∙ sin 𝑥

2
 

 

 :𝑓(𝑥) نعُرّف

𝑓(𝑥) =
𝑅2

2
∙ cos 𝑥 ∙ sin 𝑥 

↓ 

𝑓ʹ(𝑥) = −
𝑅2

2
sin 𝑥 ∙ sin 𝑥 +

𝑅2

2
∙ cos 𝑥 ∙ cos 𝑥 

 (السينوس )قانون



   
 
 
 

 

⇓ 

𝑓ʹ(𝑥) = −
𝑅2

2
(sin 𝑥 ∙ sin 𝑥 − cos 𝑥 ∙ cos 𝑥) 

⇓ 

𝑓ʹ(𝑥) = −
𝑅2

2
(sin2 𝑥 − cos2 𝑥) 

 

 القصُوى:نسُاوي المُشتقَّة لصفر لنجد النقُاط 

 

𝑓ʹ(𝑥) = 0 

⇓ 

−
𝑅2

2
(sin2 𝑥 − cos2 𝑥) = 0 

⇓ 

−
𝑅2

2
(sin 𝑥 + cos 𝑥)(sin 𝑥 − cos 𝑥) = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثابت

sin 𝑥 + cos 𝑥 = 0 

⇓ 

sin 𝑥 = − cos 𝑥 

⇓ 

sin 𝑥 = − sin(90 − 𝑥) 

⇓ 

sin 𝑥 = sin(360 − (90 − 𝑥)) 

⇓ 

sin 𝑥 = sin(270 + 𝑥) 

 

sin 𝑥 − cos 𝑥 = 0 

⇓ 

sin 𝑥 = cos 𝑥 

⇓ 

sin 𝑥 = sin(90 − 𝑥) 

 



   
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 < 𝑥 < 60 

⇓ 

𝑥 = 45 

 

𝑥نتأكَّد أنَّ في  الان، =  : 𝑚𝑎𝑥يوجد نقُطة قصُوى   45

 

 60  45  0  𝑥 

  − 0 +   𝑓ʹ(𝑥) 

 𝑚𝑖𝑛 ↘ 𝑚𝑎𝑥 ↗ 𝑚𝑖𝑛  𝑓(𝑥) 

 

 

 

 

⇓ 

𝑥 = 45° 

sin 𝑥 = sin(270 + 𝑥) 

⇓ 

𝑥 = 270 + 𝑥 + 360𝑘 

⇓ 

0 = 270 + 360𝑘 

⇓ 

∅ 

sin 𝑥 = sin(90 − 𝑥) 

⇓ 

𝑥 = 90 − 𝑥 + 360𝑘 

⇓ 

2𝑥 = 90 + 360𝑘 

⇓ 

𝑥 = 45 + 180𝑘 

 

( 𝒌 ∈ ℤ ) 
( 𝒌 ∈ ℤ ) 

𝑓ʹ(40) = −
𝑅2

2
(sin 40 + cos 40)(sin 40 − cos 40)    ⟶    (−) ∙ (+) ∙ (−)     ⟶    (+) 

 𝑓ʹ(50) = −
𝑅2

2
(sin 50 + cos 50)(sin 50 − cos 50)    ⟶    (−) ∙ (+) ∙ (+)     ⟶    (−) 

 



   
 
 
 

 

(2) 

 

{المساحة الكُليَّة} − {المساحة البيضاء القصُوى} =  {المساحة الرماديَّة الدُنيا}

 

{المساحة الكُليَّة} =
𝑅2 ∙ 𝜋

6
 

{المساحة البيضاء القصُوى} = 𝑓(45°) 

{المساحة الرماديَّة الدُنيا} = 24𝜋 − 36 

 

⇓ 

𝑅2 ∙ 𝜋

6
− 𝑓(45°) = 24𝜋 − 36 

⇓ 

𝑅2 ∙ 𝜋

6
−

𝑅2

2
∙ cos 45° ∙ sin 45° = 24𝜋 − 36 

⇓ 

𝑅2 ∙ 𝜋

6
−

𝑅2

2
∙

1

2
= 24𝜋 − 36 

⇓ 

𝑅2 ∙ 𝜋

6
−

𝑅2

4
= 24𝜋 − 36 

 

⇓ 

𝑅2 ∙ (
𝜋

6
−

1

4
) = 24𝜋 − 36 

⇓ 
÷ (

𝝅
𝟔

−
𝟏
𝟒

) 



   
 
 
 

 

𝑅2 =
24𝜋 − 36

𝜋
6

−
1
4

 

⇓ 

𝑅2 = 144 

⇓ 

𝑅 = ±12 

⇓ 

𝑅 = 12 

 

 

 ب(

 

 .𝑓(45°)هي   𝐴𝑃𝐿∆كما برهنَّا سابقا أكبر مساحة ممكنة للمثلَّث 

 

𝑓(𝑥) =
𝑅2

2
∙ cos 𝑥 ∙ sin 𝑥   ⟶    𝑓(45°) =

𝑅2

2
∙ cos 45°  ∙ sin 45° 

⟶    𝑓(45°) =
𝑅2

2
∙

1

2
    ⟶      𝑓(45°) =

122

4
= 36  

⇓ 

36 

 

 

 

 

 

)   𝑹   موجب  ) 

𝑹 = 𝟏𝟐 


